Teoria konstrukcji cienkosciennych



Ciato utworzone przez dwie zakrzywione powierzchnie nazywane jest powtoka, jezeli przecietna
odlegtos¢ miedzy powierzchniami zwana gruboscig h jest niewielka w stosunku do wymiarow
samych powierzchni. Zwykle grubos¢ powtoki jest stata lub skokowo zmienna. Jesli promienie
krzywizny sg znacznie wieksze od jej wymiarow, to takg powtoke nazywamy mato wyniosts.

Powierzchnie oddalong jednakowo od powierzchni skrajnych nazywa sie powierzchnig srodkowg
powtoki. Analize ciata trojwymiarowego, jakim jest powtoka, sprowadzamy do analizy
powierzchni sSrodkowej powtoki, t.j. do zagadnienia dwuwymiarowego.



Zatozenie Kirchoffa-Love’a teorii powtok:

e Proste prostopadte do powierzchni srodkowej powtoki pozostajag rowniez prostymi
prostopadtymi do odksztatconej powierzchni sSrodkowe;.

e Naprezenia w kierunku prostopadtym do powierzchni srodkowej mogg zostaC pominiete w
poréwnaniu z innymi naprezeniami.

Dodatkowe zatozenia teorii powtok o matej wyniostosci:

e Grubosc powtoki jest wielokrotnie mniejsza od jej pozostatych wymiarow.

e Ugiecie powtoki jest tego samego rzedu, co grubos¢ powtoki.

e Przemieszczenia styczne do powierzchni sSrodkowej sg znacznie mniejsze od ugiecia w kierunku
prostopadtym.

e Sktadowe stanu odksztatcenia s3 mate.



Dla zbadania sit wewnetrznych wycinamy z powtoki element, utworzony przez dwie pary
przylegtych pfaszczyzn, prostopadtych do powierzchni srodkowej powtoki. Przyjmujemy osie
wspotrzednych x i y styczne w punkcie O do linii gtéwnych krzywizn oraz o$ z normalng do
powierzchni sSrodkowej. Gtdwne promienie krzywizny lezgce w ptaszczyznach xz oraz yz oznaczmy
p, i p,- Ksztatt geometryczny powtoki w okolicy dowolnego punktu O lezacego na powierzchni
srodkowej moze by¢ opisany za pomoca dwoch gtownych promieni krzywizny p, i p, oraz grubosci
h.

Wycinek powtoki



Deformacja powierzchni srodkowej oraz przemieszczenia punktow powfoki

Przemieszczenia punktow powierzchni srodkowej powtoki wywotane obcigzeniem bedziemy
okresla¢c w lokalnym ukfadzie kartezjanskim x,y,z zwigzanym z liniami gtéwnych krzywizn.
Sktadowe przemieszczenia punktu O w kierunku osi x,y,z oznhaczymy przez u,uv,w.

Przemieszczenia u, v, w mogg by¢ w ogolnym przypadku funkcjami wspotrzednych x, y oraz czasu
t.

u=u(x,y,t),
v=v(x,y,t),
w=w(x,y,t).

Oczywiscie kierunki sktadowych przemieszczen w réznych punktach powierzchni srodkowej sg
inne poniewaz ulega zmianie uktad wspotrzednych x,y, z. Funkcje przemieszczen u,v,w beda
okreslaty catkowicie deformacje powtoki oraz pozwalaty wyznaczy¢ naprezenia panujgce w niej.



Podczas deformacji uktad wspotrzednych x,7y,z zwigzany z powierzchnig srodkowg powtoki
przemiescit sie do potozenia x', y’, z' pokazanego na rysunku.

Deformacja elementu powtoki w ptaszczyznie zx zgodnie z hipotezg
Kirchhoffa—Love’a



Zatézmy, ze w czasie tego procesu powtoka zachowywata sie zgodnie z hipotezg Kirchhoffa—
Love’a, wedtug ktorej prosta prostopadfa do powierzchni srodkowej OA pozostaje nadal prosta i
prostopadta O'A” do zdeformowanej powierzchni srodkowej oraz dtugos¢ odcinka OA jest rowna
odcinkowi O’A’. Powyzsze zatozenie pozwala okresli¢ przemieszczenie w kierunku osi x (u?)punktu
lezgcego w odlegtosci z od powierzchni srodkowej za pomocg przemieszczen punktu O (u,v,w) w
postaci:
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przy zatozeniu, ze ugigcia w i katy ugiecia ——sg mate (sin(—~) =tg (-] =—-).

Analogiczne rozwazania prowadzone w ptaszczyznie zy prowadzg do zaleznosci:

. ow
V'=0D——z

Oy

gdzie v” jest przemieszczeniem w kierunku osi y punktu lezgcego w odlegtosci z od powierzchni
obojetne;j.
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Zaktadajac, ze katy ugiecia Fl 3y sg mate (cos (a) = oS (ay) = 1)mozemy przyjac
przemieszczenie w kierunku osi z (W#) punktu lezagcego w odlegtosci z od warstwy obojetnej

rowne:
=w
Przemieszczenie w kierunku osi z (w) czesto w teorii powtok nazywane jest ugieciem. Znajomosc

przemieszczen powierzchni srodkowej oraz przyjecie hipotezy Kirchhoffa—Love’a pozwala zatem
okresli¢ przemieszczenia dowolnego punktu powtoki.
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Odksztatcenia powtoki

Znajgc przemieszczenia punktow powtoki mozemy okresli¢ odksztatcenia. W tym samym celu
zbadajmy zachowanie sie elementarnego prostokgta o wymiarach dx, dy utworzonego w
warstwie lezgcej w odlegtosci z od powierzchni srodkowej w trakcie deformacji powtoki.

Zaktadajac, ze elementarny prostokat ABCD o bokach rownolegtych od osi x i y po deformac;ji
przemiescit sie do potozenia A'B'C'D’ okreslimy najpierw odksztatcenia wzdtuzne €'%, 8'32, oraz
postaciowe y’fcy wynikajgce z przemieszczen u?, v? réwnolegtych do powierzchni srodkowej.

Punkt A przesunat sie od punktu A" doznajac przemieszczen u?, v%. Punkt B przesunat sie do

ou? z . 0V?
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dx , natomiast punkt C przesunat sie

punktu B’ doznajac przemieszczen u? +
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zmianie oraz kat prosty CAB stat sie kagtem ostrym (w tym przypadku) C'A’'B’ (kat ).

do punktu C' doznajac przemieszczen u? + dy. Dtugosci bokow AB i AC ulegty
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Przemieszczenia i odksztatcenia elementarnego prostokata lezgcego w odlegtosci z od powierzchni sSrodkowe;j
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Odksztatcenia €', &', y’xy mozemy przedstawi¢ w postaci:
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Dtugosc odcinka A'B’ mozemy obliczyc¢ jako:

A'B' =+ a* +b*
Gdzie: a=dx+uz+au dx—uz=dx+8u
Ox Ox
bv + 2% g =Y gy
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Zatem:
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ktore po rozwinieciu w szereg wg wzoru:
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mozna przedstawi¢ w postaci:
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Biorgc powyzsze pod uwage odksztatcenie e',ZC wyraza sie nastepujyco:
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Podobne postepowanie prowadzi do okreslenia odksztatcenia 8'32,:
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Odksztatcenie postaciowe y’iy mozemy okresli¢ jako:
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Po odrzuceniu wielkosci matych otrzymamy:

sy . Z Z . . . . . ’
Okreslimy teraz odksztatcenia &", &", wynikajagce z promieniowych przemieszczeh w?
normalnych do powierzchni srodkowe,;.

powierzchnia
srodkowa

Przemieszczenia promieniowe warstwy lezacej w odlegtosci z od powierzchni srodkowe;j
pokazane w ptaszczyznie zx



Zatdozmy, ze warstwa AB lezgca w ptaszczyznie zx oraz odlegtosci z od powierzchni srodkowej

przemieScita sie promieniowo o warto$¢ w? do potozenia A'B’. Wynikajace z tego
. . . Z . 7 . 7 .

przemieszczenia odksztatcenie £" mozna otrzymac z zaleznosci:

e AB' —AB (p,+z+w)dO, —(p, +2)d0, W

i AB (p,+2)d0O. p.+z

Biorgc pod uwage, ze promien krzywizny jest znacznie wiekszy od grubosci h powyzsze wyrazanie
mozna przedstawi¢ w postaci:
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g’ E—W =k w*

X px X
gdzie k, jest krzywizng linii gtdwnej zwigzanej z osig x. W ten sam sposdb mozna okresli¢
odksztatcenie e”)z,

gdzie k,, jest krzywizng linii gtownej zwigzanej z osig y.



Jako ostatnie, okreslimy odksztatcenia £"7, e”’f,, y”’fcy wynikajace z przemieszczen w? (ugiec)
wywotujgcych zginanie.

Deformacje elementarnego prostokata lezgcego w odlegtosci z od powierzchni obojetnej
wynikajgce z przemieszczen w?



Zatézmy, ze elementarny prostokagt ABCD o dtugosciach bokéw dx i dy przemiescit sie w czasie
deformacji powtoki wynikajacej tylko z przemieszczen w? do potozenia A'B'C'D’. Punkt A
przesunat sie do punktu A" doznajac przemieszczenia w. Punkt B przesunat sie do punktu B’

doznajgc przemieszczenia w?

o doznajac

przemieszczenia w? + a—Wdy. Dtugosci bokow AB i AC ulegty zmianie oraz kat prosty CAB stat sie

katem ostrym C'A’'B’ (kqt B). Odksztatcenia £, e”’f,, )/’ xy Mozemy przedstawi¢ w postaci:

_AB'—AB _A'B’ —dx

AB B dx ’
wz _AC —AC_AC —dy
Y AC dy °



Dtugosc¢ odcinka A'B’ mozemy obliczy¢ ze wzoru:

A'B' = \/dxz + (WZ + a;: dx — WZ)2=dXJ1 + (a;;z)z

ktory po rozwinieciu w szereg, ograniczajgc sie do wyrazdow w drugiej potedze, mozna

przedstawi¢ w postaci:
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Po podstawieniu do zaleznosci:
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Otrzymujemy:




Podobne postepowanie prowadzi do zaleznosci:

wz 1 ow?\’
v =2\ oy

Odksztatcenie postaciowe y"’fcy otrzymamy porownujac kwadrat diugosci odcinka B'C’

obliczony za pomocg twierdzenia cosinusow:

(BC) =(4B) + (A'c' )2 ~2(A4B)(4C)cos (% _ y;;f)

i twierdzenia Pitagorasa s3a:
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Po prostych przeksztatceniach otrzymamy:
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Catkowite odksztatcenie &y, &y, vy, Warstwy lezacej w odlegtosci z od powierzchni srodkowej
wywotane deformacjg powtoki jest sumg sktadowych odksztatcen i moze byc¢ przedstawione

nastepujgco:
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W przypadku cienkich powtok o matej wyniostosci, dla ktérych przemieszczenia w? znacznie
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przewyzszajg przemieszczenia u?i v?, katy obrotu 3% | 5, Saznacznie wieksze niz pochodne o
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ktore bedg wygladaty teraz nastepujgco:
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Wstawiajgc do powyzszych zaleznosci wzory:
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Otrzymamy odksztatcenia warstwy lezgcej w odlegtosci z od powierzchni srodkowej wyrazone za
pomocg przemieszczen punktow lezgcych na powierzchni srodkowej:

ezza—u+k W+1<0—W>2—262—W
*oox 2\ 0x dx2’
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Nalezy w tym miejscu zauwazy¢, ze w powyzszych wyrazeniach wystepujg nieliniowe cztony

1(a—w)z 1(aw)z ow ow i zwigzki kinematyczne pomiedzy odksztatceniami a przemieszczeniami

stajg sie nieliniowe, co znacznie utrudnia rozwigzanie.



Odksztatcenia €y, &5, Vi zmieniaja sie liniowo wzdtuz grubosci powtoki. Zwykle w takich

przypadkach odksztatcenia dzieli sie na dwie czesci: odksztatcenia state obliczone dla z =10

zwane btonowymi &y, &,,Yyy oOraz liniowo zmienne wzdtuz grubosci zwane zgigciowymi
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Odksztatcenie btonowe: Odksztatcenie zgieciowe:
2 o’w
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Odksztatcenia btonowe i zgieciowe sg wielkosciami zaleznymi poniewaz sg funkcjg tych samych
funkcji przemieszczen u, v, w.



Rézniczkujgc dwukrotnie &, wzgledem y, &, wzgledem x i vy, wzgledem x i y otrzymamy tzw.
rownanie nierozdzielnosci odksztatcen:

o’e. 0%, Oy, _(azw jz Owow | Pw ., Fw

+ — — +k +k
oy>  ox> oxdy | oxoy ox> oy> oyt T ox’

Opisuje ono zatozenie, ze materiat wypetnia powierzchnie srodkowg powtoki w sposdb ciggty nie
moga W niej powstac ani pustki, ani zageszczenia.



Naprezenia w powfoce oraz wypadkowe sity i momenty

Znajac odksztatcenia punktdw powtoki oraz wtasnosci mechaniczne materiatu, z rownan konstytutywnych
(czyli zwigzkdw pomiedzy naprezeniami a odksztatceniami) mozemy okresli¢ naprezenia w elemencie
powtoki. Ze wzgledu na matg grubos¢ powtoki mozemy poming¢ naprezenia o, dziatajgce w kierunku osi
z. Mozna zatozy¢ z duzg doktadnoscia, ze stan naprezenia w poszczegdlnych warstwach réwnolegtych od
powierzchni Srodkowej odpowiada ptaskiemu stanowi naprezenia.

Zatozmy do dalszych rozwazan, ze wiasnosci mechaniczne materiatu mozna opisa¢ liniowym prawem
Hooke’a. Naprezenia oy, 0y, Ty, normalne i styczne w warstwie lezacej w odlegtosci z od powierzchni
srodkowej mozemy zatem przedstawi¢ w postaci:

z z
o, = - (5 +vgy),
E
z z z
o, = - (gy +vgx),
z z
7., =Gy,

gdzie E jest modutem Younga, v— liczbg Poissona, natomiast G — modutem sprezystosci poprzecznej
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Wstawiajgc do powyzszych wzorow zwigzki na odksztatcenia otrzymamy:

 E |((éu 1(owY o 1(ow) Ez (8w &*w
o, = 5 thkwt—| — | [+V| —+thkwt+—| — - 5 —tV—
1-v° || ox 2\ Ox oy 2\ oy 1-v°{ ox oy

Z E ov 1(ow) ou 1 owY Ez (0*w 0w
o, = > thwt—| — | |+V| —+thkwt—| — - ; —tV—
o1l-vo | oy 2\ oy oy 2\ ox 1-v*{ oy Ox

2
G 8u+8u+8w8w —2G8Wz
dy Ox Ox Oy oxoy




Podobnie jak odksztatcenia, napreienia oy,0y,Ty, zmieniajg sie liniowo wzdtuz grubosci
powtoki. Dzielimy je zwykle na dwie czesci: naprezenia state obliczone dla z =0 zwane

btonowymi gy, gy, T,y Oraz zmienne po grubosci zwane zgigciowymi a;cg, ad, Tfy:
Z —
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g
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A g
Uy—Gy—i-Gy,

z g
Txy —Txy +Txy.

Naprezenia btonowe: Naprezenia zgigciowe:
o - E (g +v&‘) oF Ez 52w+vazw
o2\ y)? : 1-v{ax* oy )
E 2 >
O = 2(8 +V8x), gyg:— E22 51;‘)4_‘;61:} ,
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gdzie &y, &y, Vxy S 0dksztatceniami btonowymi.



naprezenia bfonowe noprezenia zgieciowe

g,
- . [ ’ O’f
[ 7 T L2 T
I > x > a.

h 4
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ZmiennosSc naprezen o)’ 0%, T, > wzdtuz grubosci powtoki oraz naprezenia bfonowe i zgigciowe



Przy badaniu rownowagi elementarnego wycinka powtoki znacznie wygodniej postugiwac sie nie
bezposrednio naprezeniami, a ich wypadkowymi tzn. sitami i momentami odniesionymi do

jednostki dtugosci boku na powierzchni srodkowej. Wypadkowe sity i momenty mozemy okresli¢
z zaleznosci:

ho h/2

. 62W aZW hi/2
N_= J' oldz = Eh2(5x+vgy)zgxh, M_ = j ~0.zdz=D P +V@ —|= I —08zdz,
R 1-v _h/2 X v _h/2
h/2 hi2 2 2 h/2
E 0 0
N, = I o,dz = h2(5y+vg )=0,h, M = j —0.zdz=D W—i—v iy I —0%zdz,
1-v ' ! ’ o ’
_hi2 _hi2 i hi2
hi2
Eh hi2 azw hi2
N,= | 7,dz= Yy =Ty h M_ = | —1t°zdz=D(1-Vv’ = | —72zdz,
Y _,;[2 Y 2(l+v) > 7 Y ;!;2 Y ( )Gxay ;!‘/2 Y
gdzie ¢,,¢&,, sg odksztatceniami btonowymi, o,,0,,T — naprezeniami bfonowymi,
Xr €y ny X =2y Xy Y
L : : Eh3 . , .
a;cq,af,rfy — naprezeniami zgieciowymi, natomiast D = 209 nazywa sie sztywnoscig

ptytowa.



Znajomos¢ wartosci sit i momentow pozwala nam okresli¢ naprezenia btonowe i naprezenia
zgieciowe z nastepujacych zwigzkow:

o.=N_/h, o,=N,/h, r,=N,/h,
- :12sz - :12Myz " :12Mxyz
x h3 ? y h3 ? xy h3 :



Oprécz naprezen oy, 0,,Ty, dziatajgcych w powierzchniach réwnolegtych od powierzchni
srodkowej muszg dziata¢ rowniez naprezenia tnace 7, i T, Wywotane sitami poprzecznymi.

Zatozenia Kirchhoffa—Love’a definiujgce deformacje powtoki nie przewiduja odksztatcen yy,, ¥y,
a tym samym i naprezen T, i T,, W przekrojach powtoki. Doktadniejsze badania teoretyczne i

doswiadczalne dowodzg, ze naprezenia te sg w cienkosciennych powtokach zwykle mate i maja
pomijalny wptyw na otrzymane dotychczas zaleznosci.

Naprezenia tngce i sity thgce w elemencie powtoki



